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Résumé — Le sang est pour l’essentiel composé de globules rouges. L’outil numérique permet de
valider les modèles physiques avancés, d’accéder à des données difficiles à obtenir expérimentalement.
Nous proposons une méthode numérique permettant de prendre en compte le comportement mécanique
des globules rouges, l’interaction fluide-structure, les interactions de contact (avec le fluide environnant
et entre eux-mêmes) et de reproduire une palette assez importante d’observations expérimentales. Suite
aux simulations numériques en dimension deux, on regardera l’extension possible au cas tridimensionnel.
Mots clés — globules rouges, contact, simulations, interaction fluide/structure, conservation du volume
et de la surface.
1 Introduction
Le sang est composé de cellules (plaquettes, globules blancs et surtout globules rouges) en suspension
dans un fluide newtonien : le plasma. L’hématocrite (volume occupé par les globules rouges dans un
volume de sang) est environ de 35 % pour les femmes et de 45% pour les hommes. La densité de cellules
est telle que le sang a un comportement non newtonien notamment provenant de la forte dépendance au
taux de cisaillement et au diamètre du vaisseau. Ce comportement non newtonien est déterminé par la
dynamique des globules rouges : agrégation de cellules et déformabilité sont des facteurs majeurs de la
viscosité apparente du sang. Une description efficace de la dynamique des globules rouges dans un fluide
permettrait de fournir des informations quantitatives nécessaires à l’ajustement de nouveaux modèles
pour la rhéologie complexe sanguine.
Par conséquent, la recherche dans ce domaine a connu un boom ces dernières décades. Les pro-
priétés mécaniques basiques des globules rouges sont désormais bien connues grâce aux nombreuses
expériences. Les globules rouges sont composés d’un cytoplasme qui est un fluide incompressible new-
tonien et qui est riche en hémoglobine. Ce cytoplasme est entouré d’une membrane viscoélastique, com-
posée d’une double couche phospholipidique avec des protéines. Au repos, les globules adoptent la
forme biconcave connue, de diamètre 8 µm et 2 µm d’épaisseur. Cette géométrie particulière ainsi que
les propriétés élastiques de la spectrine donne aux globules une certaine élasticité dont ils ont besoin
pour voyager à travers les différents capillaires. La membrane est presque incompressible, et il résiste
au changement d’aire. Cependant, bien que sa surface et son volume ne varient pas, les globules rouges
se déforment facilement, notamment pour traverser des capillaires dont le diamètre est plus petit que
leur taille. Le mouvement des globules rouges est soit étudié directement, soit en observant des modèles
de capsules ou de vésicules. Contrairement aux globules rouges et aux capsules, les membranes des
vésicules n’affichent pas de résistance au cisaillement. Ainsi les vésicules effectuent des mouvements
légèrement différents [3].
Quelques mouvements caractéristiques des globules rouges ont été mis en lumière par les expérimen-
tations. Les globules isolés ont été étudiés dans des écoulements de cisaillement (Couette ou Poiseuille),
et leurs mouvements sont bien établis. Deux principaux mouvements sont observés : le mouvement pé-
riodique de rotation solide (tumbling), quand le globule se comporte comme un solide et tourne autour de
son centre de masse et le mouvement stationnaire de chenille de char (tank-treading) lorsque le globule
garde une orientation fixe ( ou presque fixe) et sa membrane tourne autour du cytoplasme [8]. Ces deux
mouvements sont visibles à la figure 1. Le type de mouvement observé dépend de facteurs multiples : la
transition du tumbling au tank treading peut provenir du changement de viscosité entre le fluide interne et
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externe [14], la contrainte de cisaillement [30, 2], et la viscosité de la membrane lorsque des membranes
visqueuses sont étudiées.
FIGURE 1 – Extrait de Abkarian et Viallat [3]. Un globule seul sous cisaillement. Deux mouvements
caractéristiques sont observés : mouvement de rotation solide (en haut) et mouvement de chenille de char
(en bas). On visualise le mouvement de chenille de char grâce à une marque de 1 µm sur la membrane.
Pendant le mouvement de chenille de char, une oscillation de l’inclinaison des globules rouges est
observé à faible taux de cisaillement et proche de la transition tumbling-tank treading : il s’agit du swin-
ging [2, 27]. Ainsi un globule rouge isolé sous cisaillement fixe présente plusieurs types de mouvement
et des comportements complexes. Les vésicules montrent des mouvements similaires même si elles pré-
sentent des petites différences (voir par exemple la description du mouvement d’ "oscillation respiration"
dans [20]). Le comportement de files de globules rouges dans les capillaires a aussi retenu notre attention
[1]. Dans les capillaires de tailles plus petites que leurs diamètres, les globules se déforment en adoptant
la forme de parachute [1, 24] (voir la figure 2).
FIGURE 2 – Extrait de Abkarian et al. [1]. Déformation d’un globule sain dans un canal de 5 µm. Obser-
vation de la forme de parachute.
2 Une méthode par éléments finis en dimension 2
2.1 Quelques méthodes
Si les expériences sont une source indispensable d’informations et de données, elles rencontrent plu-
sieurs limitations notamment à cause des petites tailles ce qui rend difficile la mesure des informations
quantitatives et de la forte densité des globules rouges empêchant la visualisation complète du fluide. Par
conséquent, de nombreuses descriptions analytiques et numériques ont été proposées ces 30 dernières
années. Keller et Skalak [14] ont décrit le mouvement d’un ellipsoïde déformable sous cisaillement. Ils
ont défini la transition du tumbling au tank treading comme une fonction dépendant du rapport entre
les viscosités interne et externe. Ce modèle a été étendu par Abkarian et al. [2] et Skotheim et Secomb
[27] en ajoutant la résistance au cisaillement. Ces auteurs ont montré l’importance de la déformation
suite au cisaillement (absente pour les vésicules mais présente pour les capsules et les globules rouges).
Par la suite, un large panel de méthodes numériques a été proposé, la plupart en dimension 2 : pé-
nalisation [15], dynamique de collision entre multi-particules [21], changement de phase [7], frontière
immergée...également ’lattice Boltzmann’ et méthode intégrale dont nous reparlerons plus tard.
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2.2 L’algorithme utilisé
On a développé un outil numérique capable de fournir des informations détaillées à propos de la
dynamique des globules. Le comportement mécanique des globules rouges (qui comptent pour 99% des
cellules présentes dans le sang), leur interaction avec le fluide environnant ou entre eux mêmes (par
contact) ont été pris en compte. L’énergie de la membrane est supposée proportionnelle au carré de la
courbure [6] :
J(φ) = 1
2
∫
Σ
k|d
2φ
ds2 |
2dΣ
où Σ est la surface occupée par la membrane, φ correspond à la déformation du globule et k au module
d’élasticité. Le fluide environnant est supposé incompressible et newtonien et est caractérisé par sa den-
sité ρ et sa viscosité µ. La viscosité du fluide est supposée constante à l’intérieur comme à l’extérieur des
globules respectivement égale à µin et µout . Une méthode par éléments finis avec des maillages conformes
pour le fluide et les membranes a été implémentée sous FreeFem++ [9]. Plusieurs problèmes ont été re-
levés. Tout d’abord, il a fallu prendre correctement en compte le couplage fluide/structure afin d’obtenir
un schéma stable. Les équations choisies sont les suivantes : soient u :]0,T [×Ω→R2 la vitesse du fluide,
p :]0,T [×Ω → R la pression,
– le fluide est gouverné par les équations de Navier-Stokes incompressible :
ρ∂u∂t +ρ(u.∇u)+∇p−µ∆u = 0 dans Ω\φ(Σ)
et la contrainte d’incompressibilité du fluide donne :
divu = 0 dans Ω\φ(Σ)
– à chaque instant, les globules sont supposés être en équilibre quasi-statique :
J′(φ)− ∂∂τ(pinext τ) =−[µε(u).n]+ [p.n]
où J est l’énergie interne des globules rouges, pinext :]0,T [×Σ→R, appelée "pression inextensible"
est un multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d’incompressibilité de la surface, ε(u) est
le tenseur des déformations, n est le vecteur normal sortant de la surface des globules et τ le vecteur
tangentiel. L’incompressibilité de la membrane des globules s’écrit :
∂u
∂τ .τ = 0 sur φ(Σ)
– on rajoute le couplage qui s’écrit comme l’égalité des vitesses sur la surface des globules :
∂φ
∂t = u◦φ.
Ensuite on effectue une discrétisation en temps où l’on traite le terme convectif non linéaire de
l’équation de Navier-Stokes par la méthode des caractéristiques. Elle permet de discrétiser ce terme de
façon lagrangienne. Pour la discrétisation en espace, on choisit au niveau de la membrane des éléments
finis P1 pour la déformation des globules et P0 pour la pression inextensible. Au niveau du fluide, une
formulation P1 bulle /P1 est utilisée pour la vitesse u et la pression p. On utilise un maillage conforme
pour calculer la vitesse et la pression à chaque pas de temps. Ainsi à chaque itération, on remaille le
domaine Ω de sorte que le maillage des membranes déformées soit un sous-maillage du maillage global.
De plus comme la membrane est incompressible, la surface des globules reste constante au cours
du temps. En raison de l’incompressibilité du fluide et de l’imperméabilité de la membrane, le volume
des cellules reste aussi constant. Ces deux contraintes doivent être vérifiées avec assez de précision pour
obtenir des simulations réalistes. Même pour des temps de simulations assez courts, les périmètres et
volumes ne sont préservés qu’à l’ordre un. Les variations à l’ordre deux font apparaître des variations si-
gnificatives du volume et de la surface en temps long. Pour éviter ces grandes déviations, on rajoute dans
l’algorithme une étape de projection consistant à résoudre un problème de minimisation sur l’ensemble
des déformations P1 inextensibles avec volume prescrit.
L’algorithme final se schématise de la façon suivante :
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– Initialisation de la vitesse initiale u0 du fluide et de la déformation φ0 des globules,
– Calcul de la vitesse un+1 par la formulation variationnelle et détermination de la nouvelle position
des globules φn+1 grâce à l’équation de couplage,
– On corrige la position des globules par l’étape de projection grâce à un algorithme d’Uzawa. Ainsi
on vérifie les contraintes de non-contact, conservation du volume et de la surface,
– Remaillage du domaine.
2.3 Prise en compte des contacts
Des configurations d’intérêt pour les applications médicales et industrielles impliquent un environ-
nement complexe pour les globules rouges : ils sont la plupart du temps entourés par d’autres globules
et ils interagissent avec des parois (de capillaires ou des parois solides des dispositifs artificiels). Ainsi
les interactions entre cellules et leurs déformations près d’une paroi sont des phénomènes qui doivent
être représentés correctement. La prise en compte des contacts et plus particulièrement des interactions,
bien que cruciale, est une question ouverte que ce soit d’un point de vue théorique aussi bien que numé-
rique. Cette question est intimement liée à la notion de forces de lubrification. Ces forces proviennent
de la présence d’une fine couche de fluide visqueux entre deux globules proches du contact. D’après
[18], deux particules dans un fluide visqueux peuvent entrer en contact. Ceci est dû à la rugosité des
particules. La force de lubrification s’exerçant sur une sphère rugueuse est celle qui s’exercerait sur une
sphère lisse de même rayon mais plus proche du plan. Différentes études ont permis de comprendre les
mécanismes évitant les collisions dans les modèles simplifiés. Dans les dernières décennies, des études
théoriques ont montré que les interactions entre des corps déformables dans un fluide aboutissaient à de
sévères difficultés mathématiques. Par exemple, Vasquez et Zuazua [29] ont prouvé qu’il n’y avait pas de
collisions entre les particules en temps fini pour un modèle en dimension 1. Hesla [10] et Hillairet [11]
ont montré un résultat de non-collision pour la dimension 2. En effet si les globules et les parois sont
lisses et si le fluide est de Navier-Stokes, les forces hydrodynamiques évitent tout contact en temps fini.
Physiquement cela s’explique par le fait que, quand le globule se rapproche du bord, le fluide situé dans
l’interstice doit s’évacuer et la résistance du fluide crée alors une force qui pénalise le mouvement de la
particule. Quelques résultats sont disponibles en dimension 3. Par exemple, Hillairet et Takahashi [12]
ont étendu les résultats d’Hillairet pour le cas bidimensionnel.
Cependant, des contacts peuvent se produire d’un point de vue numérique à cause de la forte concen-
tration de globules rouges. En effet, les cellules peuvent devenir arbitrairement proches (ordre du µm) et
suite aux discrétisations en temps et en espace, des collisions numériques peuvent se produire. Les colli-
sions présentent aussi des difficultés dans les simulations directes et peuvent stopper prématurément les
calculs. Une stratégie efficace permettant de gérer les contacts doit alors être implémentée pour des rai-
sons de robustesse numérique. De nombreux auteurs proposent des stratégies différentes afin de prendre
en compte l’approximation précise des forces de lubrification :
– une méthode basée sur des raffinements locaux du maillage et du pas de temps peut être implé-
mentée. Toutefois le nombre de raffinements ainsi que la petitesse du pas de temps nécessaires
pour éviter les collisions ne sont pas connus a priori et la méthode peut donc présenter un coût de
calcul important.
– les particules peuvent se chevaucher légèrement et une force élastique répulsive est alors appliquée
[26]. Ces méthodes assurent la stabilité numérique mais ne respectent pas forcément la physique
sous-jacente.
– une stratégie de collision basée sur les collisions inélastiques peut aussi être implémentée. Cette
idée a été utilisée dans [13] en imposant une distance minimale entre les particules, mais la mé-
thode considère chaque couple de cellules voisines et ne peut être utilisée pour des systèmes
denses.
– le schéma décrit dans [19] pour les collisions inélastiques permet d’imposer une distance minimale
entre les particules.
La simulation numérique de contacts entre divers solides déformables reste un problème délicat en
mécanique des milieux déformables. Un algorithme robuste de prise en compte des contraintes de non-
interpénétration entre solides déformables subissant de grandes déformations a été proposé dans [23]. En
s’inspirant de cet algorithme, on ajoute une nouvelle contrainte, plus précisément que la distance entre
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les globules rouges et entre les cellules et les parois reste supérieure à un petit seuil. C’est pourquoi on
ajoute dans la troisième étape de notre algorithme une étape de projection de la déformation φn+1 sur
l’ensemble des déformations sans intersection qui ne traversent pas le bord du domaine.
3 Simulations numériques
3.1 En dimension 2
On a simulé une cellule seule de diamètre 8 µm à l’état d’équilibre (voir figure 3) ainsi que sa
dynamique sous cisaillement en 2D avec la méthode présentée ci-dessus. En choisissant la viscosité de
l’eau µout = 1 mPa.s pour le fluide environnant, lorsque la viscosité interne vaut également 1 mPa.s, on a
reproduit le mouvement de chenille de char. En augmentant µin à 10 mPa.s, notre simulation a reproduit
le mouvement de rotation solide.
FIGURE 3 – Un globule en état d’équilibre.
Dans la figure 4, quatre globules sont placés dans un écoulement de Poiseuille. Les paramètres utilisés
sont les suivants : la membrane a un module d’élasticité valant k = 1.8× 10−12 dyn-cm, µin = µout = 1
mPa.s et la vitesse de l’écoulement à l’entrée du capillaire vaut 40 µm/s. Les forces hydrodynamiques
évitent aux globules de toucher les parois du capillaire.
FIGURE 4 – Exemple pour des simulations bidimensionnelles de globules rouges avec la méthode élé-
ments finis incluant le traitement des contacts. Des globules traversant un capillaire ; obtention de la
forme de parachute.
Dans la figure 5, on voit qu’ils se collent à l’arrivée de la bifurcation où des contacts entre eux et
le bord du vaisseau se produisent. Après un instant, les globules continuent de progresser dans les deux
branches du capillaire alors que les contacts persistent. Finalement, chaque globule a choisi sa branche
et se sépare.
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FIGURE 5 – Exemple pour des simulations bidimensionnelles de globules rouges avec la méthode élé-
ments finis incluant le traitement des contacts. Des globules à une intersection.
3.2 Des pistes pour la dimension 3
Dans notre méthode, pour éviter que les cellules se superposent et traversent les parois, on raffine le
maillage du domaine fluide à chaque pas de temps. En effet le caractère conforme du maillage assure une
bonne efficacité en espace mais ceci présente des inconvénients au niveau coût : le caractère non structuré
du maillage exclut la possibilité d’utiliser des solveurs standards rapides et le problème de la génération
du maillage dynamique peut vite devenir délicat et coûteux, plus particulièrement en dimension 3. Dans
notre cas, la discrétisation directe du problème d’interaction fluide-structure réduit notre approche à un
petit nombre de cellules.
De nombreux auteurs ont développé des modèles permettant la résolution numérique en dimension
trois et ainsi obtenir des informations impossibles de retrouver analytiquement ou par la mesure d’une
expérience. Zhao et al [31] ont développé une méthode spectrale intégrale permettant de reproduire la
déformation de nombreuses cellules sous cisaillement. Ces dernières années, beaucoup d’auteurs se sont
intéressés à la méthode ‘lattice-Boltzmann‘ (LBM). Sui et al [28] ont notamment introduit le concept
de frontières immergées dans la méthode LBM. Ils ont couplé cette formulation avec une méthode par
éléments finis. Ils obtiennent ainsi les différents mouvements d’une capsule isolée sous cisaillement (tum-
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bling, tank treading et swinging) et ils ont appliqué la dépendance au taux de cisaillement. Cependant
les mouvements intermittents observés dans les expériences dans [1] ne sont pas reproduits. MacMeccan
et al [16] ont combiné la méthode LBM et la méthode par éléments finis pour la membrane, obtenant
des simulations de suspensions denses. Ils obtiennent une viscosité décroissante lorsque le taux de ci-
saillement augmente. Cependant leur viscosité de la suspension est significativement plus basse que la
viscosité du sang.
Une autre possibilité est d’utiliser une approche complètement eulérienne. Ainsi on peut s’inspirer de
ce que Cottet et al ont fait [4, 5, 17] en utilisant une approche par level set. La méthode level set [22, 25]
est une approche eulérienne permettant de représenter implicitement des particules déformables consti-
tuées d’un fluide entouré d’une membrane, modélisant des globules rouges. Cette stratégie a l’avantage
de permettre un passage facile du 2D au 3D. Cette méthode définit l’interface de manière implicite. Les
équations de Navier-Stokes sont alors modifiées en ajoutant des forces traduisant le changement d’aire
de la membrane et la courbure. On introduit une fonction φ qui est négative à l’intérieur des globules
rouges et positive à l’extérieur. Initialement il s’agit de la fonction distance à l’interface et ensuite on
l’advecte dans l’équation de transport :
φt +u∇φ = 0.
Le gain obtenu en bougeant la fonction level set par advection est qu’il y a des informations mécaniques
contenues dans φ. Par exemple, |∇φ| contient le changement d’aire de l’interface et l’élargissement de
l’interface φ = 0. Ceci permet d’avoir une information complète des forces de la membrane formulées à
l’aide de φ. Ainsi on peut écrire l’énergie élastique simplement à l’aide du champ auxiliaire et obtenir un
modèle fluide complexe permettant le couplage fluide-structure ainsi que la quasi-conservation de l’aire
de la membrane. Ils ont pu ainsi obtenir la forme biconcave au repos. Une telle méthode permettrait de
reproduire la dynamique complexe des cellules isolées sous cisaillement simple et de comprendre physi-
quement les phénomènes les plus compliqués comme le comportement intermittent entre le ‘swinging‘
et le ‘tumbling‘.
4 Conclusion
On a proposé une méthode numérique pour résoudre le système fluide-structure formé par les glo-
bules rouges et le fluide environnant en dimension deux. Notre algorithme permet de traiter les contacts
entre les globules et entre les globules et la paroi des vaisseaux. De plus, il préserve à la fois le volume
et le périmètre des globules. Cependant, l’utilisation d’un maillage conforme et les discrétisations en
temps et en espace restreignent nos simulations à un petit nombre de globules rouges. Les approches
eulériennes-lagrangiennes sont réputées être précises mais la reconstruction du maillage entier à chaque
pas de temps est très coûteux. En conséquence, les simulations tridimensionnelles de grands systèmes
avec des particules déformables est un challenge majeur. Cela implique de modifier notre approche afin
d’éviter la pénétration des cellules dans les parois ou l’interpénétration de cellules et préserver la phy-
sique du problème.
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